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С лета 2008 года авторы развивают авторский проект «Приглашение в мир математики». Когда посещаемость сайта превысила 300 человек в день, было принято решение проводить на его базе открытую математическую интернет-олимпиаду. Тематика заданий выбрана доступной для учащихся средней школы, и в то же время допускающей нетривиальные обобщения. В основном это задачи дискретной математики. Приведём некоторые примеры.
Задача 3 (I олимпиада) Увеличение числа
Если в натуральном числе, не делящемся на 10, перенести предпоследнюю цифру на первое место, оно увеличится в n>1 раз. Для каждого натурального n, для которого такое возможно, приведите пример искомого числа.
Решение

Эта задача является развитием известной задачи о перестановки последней или первой цифры. Запишем искомое число X как X = Y+10a+b.

Тогда условие запишется в виде уравнения n(100Y + 10a + b) = 10^ka+10Y+b, где:

n – искомый множитель;

а – предпоследняя цифра числа;

b – последняя цифра числа;

Y – число, состоящее из всех остальных цифр искомого числа (в нём должно быть ровно k-1 цифра).

Преобразовывая данное выражение, получим:
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Попробуем уменьшить количество неизвестных. Для начала заметим, искомое число не меняет последней цифры при умножении на n. Такое будет возможно только для следующих пар (n,b): (3,5); (5,5); (6,2); (6,4); (6,6); (6;8); (7,5); (9,5).

Перебирая последовательно данные пары с учётом требований к количеству цифр в натуральном Y, будем получать решения:
1035х3=3105

122448979591836734693877551020408163265х5= 
= 62244897959183673469387755102040816325

1186440678x6=7118644068

101449275x7=710144925

101123595x9=910112355

Вследствие периодичности остатков от деления степеней числа, чисел с заданными свойствами – бесконечно много.
Метод решения данной задачи может быть применён для более сложных преобразований записи чисел: переносов отдельных блоков цифр, их перестановки и т.д.

Задача 2 (IІ олимпиада) Стохастический Баше

Вася и Петя отлично умеют анализировать Баше-подобные игры, поэтому они решили несколько разнообразить игровой процесс.

Сначала Вася называет некоторое число 50<N<100. На стол кладётся N спичек. 

Далее при помощи обычного игрального кубика (с числами от 1 до 6 на гранях) выбрасываются три числа: a, b и c (2 или 3 из них могут оказаться равными). 

Игроки по очереди берут из стопки a, b или c спичек. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

Какое число нужно назвать Васе, чтобы максимизировать свои шансы на выигрыш, если он будет ходить первым?
Решение
Для решения игры Баше есть алгоритм последовательного нахождения выигрышных и проигрышных позиций. Введение же случайного компонента в игровой процесс позволяет углубить задачу.
Для решения её требуется построить таблицу выигрышных и проигрышных позиций для всех возможных наборов (a, b, c). Таких наборов будет 41. Расчёты очень удобно производить в Экселе.

Теперь, т.к. Вася ходит вторым, для каждого числа спичек N складывая вероятности тех раскладов (a,b,c), при которых эта позиция будет проигрышной.

Оказывается, что больше всего шансов у Пети, делающего первый ход, проиграть, если игра начнётся с 72 спичек. В этом случае Вася выиграет в среднем 7 партий из 9.

Если бы Вася ходил первым, ему надо называть число 59 – в такой позиции игрок, делающий первый ход выиграет в 185 случаях из 216.

Интересно, что если бы не было ограничения на число N, Вася мог бы гарантировать себе победу, назвав число 10080. В этом случае для любых наборов допустимых ходов (a,b,c) игрок, делающий ход вторым, выигрывает.

Для игрока, делающего первый ход при любых тройках допустимых ходов выигрышной будет позиция 3239.
В дальнейшем развитии данной задачи интересно найти такие условия случайного формирования множества допустимых ходов, чтобы игрок, называющий число N даже при отсутствии ограничений на него не смог бы обеспечить себе победу со 100% вероятностью.
Задача 7 (I олимпиада) Самоописывающее равенство

Равенство 1+2=3 интересно тем, что первое его слагаемое равно общему количеству чётных цифр, использованных в равенстве, второе слагаемое равно общему количеству нечётных цифр в нём, а сумма равна общему количеству цифр в этом равенстве. 

Составьте равенство

A+B+C+D+E+F+G+H+I+J=K, где

Слагаемое A равно общему количеству нулей в этом равенстве;

Слагаемое B равно общему количеству единиц в этом равенстве;

Слагаемое C равно общему количеству двоек 

и т.д.

Слагаемое J равно общему количеству девяток, а

Сумма К равна общему количеству цифр в этом равенстве.

Решение
Самоописывающие структуры – часто встречающийся элемент занимательной математики, в то же время поиск их – задача нетривиальная. В данном случае после рассмотрения ограничений на компоненты выражения и их взаимного влияния, можно доказать, что таких равенств существует ровно два:
5+3+2+1+0+1+0+0+0+0=12 и  5+4+1+0+1+1+0+0+0+0=12 

С февраля 2010 года было завершено 2 олимпиады, и сейчас совместно с ведущим Математического Марафона, Владимиром Лецко, проводится  третья. В целом использование интернета при проведении математических олимпиад позволяет значительно расширить аудиторию и предоставляет возможности для последующего обсуждения с целью глубокого исследования возможных решений и обобщений задач. 

Ссылки

http://intelmath.narod.ru/problems.html - олимпиадные задачи на сайте «Приглашение в мир математики»

http://dxdy.ru/topic16091.html - Математический Марафон

